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Célkituzeések

Ebben a kutatasban célkituzéseink a kovetkezok voltak:

Uj analitikus eljaras kidolgozasa a lapos forgasparaboloid- ill. zart
gomsiiveghéjak rezgését leiro differencialegyenlet-rendszer megol-
dasara:

- nyirasi alakvaltozasok nélkiil,

- nyirasi alakvaltozasok figyelembevételével.

A frekvenciaegyenlet eloallitasa.

Ennek megoldasara szamitasi algoritmus ¢&s program kidolgozasa
(MATLAB).

Az analitikus szamitas eredményeinek ellenorzése alternativ szamitasi

eljarassal, az ANSYS végeselem programmal.



Szakirodalmi hattér

Feliiletszerkezetek, dltalanos héjelmélet, hajlitott lapos héjak

Girkmann, K. (1954): ,,Flachentragwerke”;
Boélcskei, E. és Orosz, A (1973): ,,Héjak™;

Fligge, W. (1973): ,,Stresses in Shells”;

Soedel, W. (1986): ,,Vibration of shells and plates”;
Hegedus, 1. (2000): ,,H¢jszerkezetek™;

Az utobbi évtizedben a héjszerkezetek rezgéseivel kapcsolatban:

Shang, Xin-Chun (2001): ,,An Exact Analysis for Free Vibration of a
Composite Shall Structure Hermetic Capsule™.

Kabir, H. R. H. (2002): “Application of linear shallow shell theory of Reissner to
frequency response of thin cylindrical panels with arbitrary lamination™.

Altekin, M. and Yiikseler R. F. (2008): ,,A Parametric Study on Geometrically
Nonlinear Analysis of Initially Imperfect Shallow Spherical Shells”.

Touse, C. at al. (2008): ,,Effect of Imperfections and Damping on the Type of
Nonlinearity of Circular Plates and Shallow Spherical Shells”.



Forgasparaboloid-héj vizsgalata nyirasi alakvaltozas nélkiil

2
r , ,
A vizsgalt feliilet henger-koordinata rendszerbena z = 72R egyenlettel irhato le.
T

P —
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Lehetséges alkalmazasa: az Grben szabadon lebeg0 tanyérantenna.

A megoldasnal a kovetkezo alapfeltevések vannak érvényben:

« ahéjlapos €s vekony,

« anyaga rugalmas ¢s izotrop,

» alehajlasok kicsinyek és a kozeépfeliiletre merdlegesek,
» a forgasi tehetetlenségtol eltekintiink.



A rezgés parcialis differencialegyenlet-rendszere:

egyensulyi: | azw W= W(I’, 19) o107 |
KAAW——AF =—pt — fo :
R o -
kompatibilitasi:
L AAF + ! Aw=0
Et R -

A szabadon lebego szerkezetre 4 peremfeltétel adhato meg az r =a
sugaru peremkoron. Ezek polarkoordinata-rendszerben:

A radialis membranerd, a csisz- A radidlis hajlito-, a csavaronyomaték
tatoerd null-értekisege alapjan: és a nyirderd nullértékiisége alapjan:
10F 19 ’ I 1 0°

B_I_ aF:O _Kavzv+v_aw+2av; 0
ror r’ov’ or ror r°-odv

_ 0 K(-v) 9> (10
_8(18Fj+K(l V)a(lawj:o k9 (Aw)- (1-v) ( Wj:o

or\r ov R or\rod?v or r orod\rov



Frekvenciaanalizis: differencial-egyenletrendszer sajatértékfeladat

A megoldashoz hasznalt képzofiiggvényes eljaras alapelve:

a) A linearis diff. egyenletrendszer atalakitasa egyetlen ismeretlen fliggvényt (a képzo-
fliggveényt) tartalmazo egyenlette.

b) Ennek megoldasa utan az eredeti egyenletrendszer ismeretlen fliggvényei a képzo-
fiiggvény derivaltjaiként hatarozhatok meg.

Adott a kovetkezd linearis diff. egyenletrendszer: @y =0

Ennek operatormatrixa: © =10,,], i,j=1,..n
- determinansa: det(@)
- az elgjeles o
aldeterminansai: det(@)ij L, =1,..n
- adjungaltja: adj(®) = [det(@)j,i} i, 7 =1,..n.



Allitas: ha H olyan fiiggvény, mely det(@){]—[ } = () (1)
kielégiti a karakterisztikus diff.egyenletet:
(adj(®) k-adik oszlopa )
akkor a H (képz6)fiiggvénnyel képezhetdk a [ det(©),,
Oy =0 det(®)2k {H}= (i) (2)

. . : : y

y megoldasvektoranak y@ elemei:
_def(@)nk | i=1,2,..n
Bizonyitas (indirekt): i )
det(©),,

Ha (2) 1gaz, akkor az eredeti linearis diff. det(@)
egyenletrendszer: ©y=0 *{H =0

A determinansok kifejtési tétele alapjan:

ha k=i akkor Y 0;det(®),=0.
j=1

ha k=i akkor ) 0;;det(®),; = det(®),
j=1

_det(@)nk_

azaz (1) mindenképpen

teljesiil!



A képzofiiggveényes eljaras elonye altalaban:

a) A linearis parcialis differencidlegyenlet-rendszer egyetlen ismeretlen fliggvényt
a képzofiiggvényt tartalmazo egyenletté alakithato.

b) Ennek megolddsa utan az eredeti egyenletrendszer ismeretlen fliggveényei a
képzo-fiiggveény derivaltjaiként hatarozhatok meg.

Alkalmazas a forgasparaboloid-héj rezgési problémajara. Lépések:
< Karakterisztikus differencialegyenlet eloallitasa

A tidovaltozo levalasztasa utan:

w _ 2 _1
Q) =0 diff. egyenletrendszer operatormatrixa: © = [ KAAl plw | RO ]
F 7 A
K 1 pw’
Az operatormatrix determinansa: det(©)= EAAAA-I— (Rz _P 7 jAA
t



Bevezetve a H képzdfiiggvényt és alkalmazva H-raa det(@) operaciot:

det(©){H}=0 akarakterisztikus differencialegyenlet.

< A karakterisztikus differencialegyenlet megoldasat keressiik

a sugariranyu €s a gytriiranyu valtozok szétvalasztasaval polarkoordinatas alakban:
H, (r, ?9) = Ak (r)COS kv ahol: k a gyUrtiirany( hullamszam

“ A képzofiiggvényre kapott megoldas (hatvany- és Bessel fiiggvények):

Zart gdmbsiiveg: csak 4 megoldasfiiggvény 0sszhangban a 4 permfeltétellel!

H, = lclké:lf +Cy lf+2 +C5,.J, (5/( )"’ Corly (5/« )JCOSk?}

pa Et
K KR

r
ahol: &, = I es :(

4
J a lengési karakterisztikus hossz.
k

cosk? a gyuruiranyu viselkedést jeleniti meg.
10



% A lehajlas- és a fesziltségfuggvény eloallitasa H, -bél
az adjungalt operatormatrix transzponaltjanak masodik soraval:
LAA —LA ]

: | =
AdJ(@)[ LA KAA = (ptw?)

—A{H T Lac,(k+1)E" — o (&) + CI, (E)eos ko

k

F:{AA—;}{Hk}:r{—;(qgﬁcz L (Lo Ve <5k>>}osw

() () (0

A w és F megoldasokat a peremfeltételi " | | | | | 7
egyenletrendszerbe helyettesitve : /\ :
~ Y /\a)m @, 5

a determindans zérushelyei a megoldasok:

%) \/0)1(4

1 =det{D[&, (e, )]}

a
A sajatértékek azok a (fk =, :T@) értékek, melyek a D determinanst zérussa teszik.
k 11



A forgasparaboloid-h¢j frekvenciaegyenlete

_Dll Dl2 Dl3 D14_
det(D(Ot . (a)k ))) =0 ahol: b D, D, D, D,

D3l D32 D33 D34
gyokok minden k-hoz: /=1, 2, ... D, D, Dy D,]|

Sajatkorfrekvenciak: o

600 I e

Do = angtz T £ 400 | T
C Ve R .

k: sugariranyu csomovonalszam
¢: gylrliranyt csomovonalszam

A héj £ = 0 moduszai esetén az alacsonyabb k-khoz tartozo o, , sajatértekek
és [, lengési karakterisztikus hosszak komplexek. Akkor valtanak valosra, ha
a hozzajuk tartozo sajatkorfrekvencia ertéke meghaladja az

1 [E |
@, =—.|— ¢értéket.
R\ p 12



Jellegzetes rezgési
elmozdulasi alakok

paramétereik:

k: sugariranyl csomévonalszam
¢: gylrliiranyt csomovonalszam

b) alak / = 3 és k = 0 paramcterre c) alak ¢ =2 és k = 4 paraméterre



Szerkezetek rezgesei jellemzoinek osszehasonlitasa

A vizsgalt forgasparaboloid-héj geometriai adatai és anyagjellemzoi

Szerkezeti anyag
aluminium otvozet:

ﬁ\

% a=25m E = 70 kN/mm2
R=40m y =2700 kg/m?
v =1/3

A forgasparaboloid-héjbol szarmaztatott:

2
1. Szabadon lebego6 korlemez KAAw + ,Otg v: =0 t
T

R=w

2. Rugalmasan agyazott korlemez
9w a helyettesitd ~ ~ _ Lt = ==¢

KAAw + Cw + yu! 82'2 =0 agyazasi merevseg : R’



Forgasparaboloid-h¢j ¢, sajatértékei

k=0 1 2 3 4 5 10 15
ol _ 1597+ | 1597+ | 1596+ | 1595+ | 1566+ | 1444+
15974 | 15974 | 15964 | 1595i| 15.664| 14.444
1| 301 453 5.93 7.26 8.54 9.78 1567 | 2135
2| 621 7.74 9.19 10.58 1193 | 13.24 1950 | 25.48
10| 3140 | 3296| 3449| 3599 3748 | 3895|  46.06|  52.89
Forgasparaboloid-h¢j @, , sajatkorfrekvenciai [Hz].
k=0 1 2 3 4 5 10 15
=g | merevtejtszerd 1.39 3.37 6.06 9.44 | 3517| 73.24
mozgas
1| 12731 12740 127.60 | 127.97| 12859 | 12951 | 14125 170.64
2| 12766 12817 12902 | 13032| 132.14| 13459 | 15876 | 205.97
10| 27689 | 29931 32148| 34730| 37278 | 399.19 | 54424 | 709.25

Megallapithato, hogy a forgasparaboloid-héj gytirtiiranyt csomovonalat nem
tartalmazo rezgéseinek sajatfrekvenciai az agyazatlan korlemezevel, mig az
egy vagy tobb gylrliranyu csomovonalat tartalmazo rezgesek frekvenciai a
rugalmas 4agyazasu korlemezével kozelithetok. Hasonld kovetkeztetésre

jutott végeselemes szamitassal Pluzsik (2000).
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Frekvenciaanalizis a nyirasi alakvaltozasok figyelembevételével

A w lehajlas figgveny felbontasa hajlitasi wg €s nyirasi w¢ Osszetevore:

W=w, + W ahol: Wy = _EAWB

K a hajlitasi,

] I — S a nyirasi merevség.

16



A héj szabad rezgéseit leiro differencialegyenlet-rendszer, kiegészitve a
w, s wg kozotti kapcsolattal:

1
Egyensulyi KAA-pty* —pta® ——A| _ _
R W,
Kompatibilitési 1A o Laallw [=0
R R" El -
F
KAA SA 0 | L -

A nyirasi ¢€s hajlitasi elmozdulas Osszefliggese

17



A képzofuggvényes modszer a nyirt forgasparaboloidhé;j
sajatfrekvenciainak meghatarozasara

az operator determinansa, karakterisztikus egyenlet:

2 2
A5 aaA an-| P9 B[P By o
Et S SR K KR

A levalaszthato (az operator-matrix elemeinek legnagyobb k6zos osztdja):

KS | 1
szorzatta alakitva: — ANA+— |'|A—— |H, =0
Et [ [3

1

az [, és [, hosszak

1 1

[, = [, =
K’ 1 K K2 1 K
a5 T T s T T
k k k 4.8 I 2L'S
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k k42
A képzéfiiggvény: M, :[C”‘Uj +cz,{lij +CSka[lfJ C6klk£lrﬂcoskz§‘
k k 1 2

Ennek alapjan a megoldasok (az adjungalt masodik soraval)

1

WB = —EAH]{
K

- 2 AAH

Wg SR k

F:K(Z;_gA_Mij

@




2700 kg/m?

v =1/3

Aluminium otvozet
E =70 kKN/mm?
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AZ EREDMENYEK OSSZEFOGLALASA

A lapos héjak elmélete alapjan, uj analitikus modszerrel — az egyéb célra mar
alkalmazott képzofiiggvényes eljarassal — megoldottuk a nyirasi alakvaltozasoktol
mentes vékony, lapos, szabad peremu forgasparaboloid-héj ill. gombsiiveghéj
rezgésének differencialegyenlet-rendszerét. E modszer 1ényege, hogy a héj rezgéseit leird
parcialis differencidlegyenlet-rendszert, az operatormatrix determinansanak ¢és adjungaltjanak
értelmezésén alapuld képzofiiggvényes eljaras alkalmazasaval, redukaltam egy kozonséges
nyolcadrendii differencialegyenletre.

Az igy eloallitott frekvenciaegyenlet alkalmas a vékony, lapos, szabadperemii
forgasparaboloid-héj valamennyi sajat-frekvenciajanak és rezgési alakjanak
analitikus meghatarozasara.

Megmutattuk, hogy a forgasparaboloid-héj gyiiriiranya csomovonalat nem
tartalmazo (¢ = 0) moduszai esetén az alacsonyabb k gyiuridiranyu hullaimszamu
moduszokhoz tartozo oy sajatértékek és [, lengési karakterisztikus hosszak

komplexek, melyek akkor valtanak valdsra, ha a hozzajuk tartozo sajatkorfrekvencia értéke

meghaladja az @, = ¢/R korfrekvencia értéket (ahol: ¢ a hulldmterjedés sebessége a héj anyagaban, R
a forgasparaboloidhoz a tetOpontjaban simulé gomb sugara).

A képzofiiggvényes eljarassal levezettiik a nyirasi alakvaltozasok figyelembevétele
mellett is, a lapos szabadperemi forgasparaboloid-héj frekvenciaegyenletét.
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